Gebrochen rationale Funktionen

Zusammenfassung M 11

Definition: Sind n(x) und z(x) Polynome mit der Variablen x, so nennt man die Funktion

z(x)

f(x)= pron eine gebrochen rationale Funktion.

n(x

Die Nullstellen des Nennerpolynoms n(x) sind Definitionsliicken. Die Nullstellen des Zahlerpoly-
noms sind Nullstellen der Funktion f(x) wenn sie keine Definitionsliicke sind. Die héchste Potenz
der Variablen im Nenner- bzw. Zahlerpolynom nennt man deren Grad.

9—x>
3x+3

Beispiel: f(x) =

und x,=3. Der Grad des Nenners ist 1 und der Zdhlergrad ist 2.

hat eine Definitionsllicke bei x=-1 also D =IR\ {-1} und zwei Nullstellen x,=-3

Faktorisieren: Polynome kann man als Produkt der Form k-(x-a)-(x-b)- (x—c)... usw. schreiben. Darin
sind a, b, c usw. die Nullstellen des Polynoms; k ist ein Vorfaktor. Faktorisiert man Nenner- und
Zahlerpolynom, kann man die Definitionsliicken und die Nullstellen leicht ablesen.

Hebbare Liicken: Funktionen, die nicht vollstandig gekurzt sind, konnen Definitionsliicken
enthalten, die beim Kirzen entfallen (sogenannte be-,hebbare”). Der Graph der Funktion hat an

dieser Stelle ein Loch.

4x" —8x> +3x* +2x~1_4-(x=1)-(x-0,5)-(x+0,5)

Beispiel: f(x)=
P &) 4%3 —7x+3

" 4-(x=1)-(x=0,5)-(x+1,5)

hat die Definitionsmenge Di=IR\{ 1 0,5; -1,5} und eine Nullstelle bei x= -0,5. Die Definitions-
licken bei x;=1 sowie x,=0,5 sind hebbar.

Senkrechte Asymptoten:
Hat f an der Stelle x, eine
Polstelle, so ist die Gerade
X=X, eine senkrechte
Asymptote zu f.

Es gilt:
f(x) = 400 0der f(x) — —o
flr x—Xo

genauer:

links- und rechtsseitiger
Grenzwert muss jeweils
gegen + oder —eo gehen.

Waagerechte Asymptoten:

Hat f(x) flir x—+oc0 oder/und
flir x—- o einen festen
Grenzwert k so ist y=k eine
waagerechte Asymptote zu f.
Es gilt:

f(x)—k (k € R)

flr x— + o oder/und x— — o
Ist Zahlergrad<Nennergrad,
so ist die x-Achse die waage-
rechte Asymptote: y=0.

Ist Zahlergrad=Nennergrad,
dann gibt es eine andere
waagerechte As.: y=k.
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Schrage Asymptoten:
Hat f(x) flir x—+oc0 oder/und Beispiele:
flir x—- oo keinen festen
Grenzwert nahert sich aber
einer Gerade g(x) immer T+2x—x°
mehr an, so nennt man diese =
Gerade (schrage) Asymptote.
Es gilt:

f(x)—g(x)

flr x— + o oder/und x— —
Der Zahlergrad muss um eins
groBer sein als der Nenner-

\ Ao

/
/

grad. (=P4+2x+1)x= =x+2 [+x7] (2C=+1)x*=2x-1 [+x7?]
Man berec‘h.n(.et g(x)‘ durch —g(x)=—x+2 —g(x)=2x-1
Polynomdivision, die man lim (F(x) — g(x)) = lim (F(x)— g(x)) =

abbricht, sobald negative x—>too X—>koo

Exponenten der Variablen x o (142x=x2 (23 =x? +1

auftreten. X'LTM(—X ~(=x+2)|=0 lim e —(2x-1)|=0

Keine Asymptoten:
Ist der Zahlergrad > Nennergrad+1 so hat die Funktion weder waagerechte noch schrage Asymptoten.

Ubungsaufgaben:

1

Beschreiben Sie das Verhalten in der Umgebung der Definitionsllicke; Skizzieren Sie die Graphen.

1 1 1 1

a) f(x) — ) f(x) 2F c) f(x) - ) f(x) 27

2x(2—x) 1Y
f = = —
) f(x) 5 f) f(x) (x—z]
2

Erklaren Sie, wie man am Term einer gebrochen rationalen Funktion f erkennen kann, dass an einer
Definitionsliicke xo keine senkrechte Asymptote vorliegt.

3
Geben Sie die maximal mdgliche Definitionsmenge und die Nullstellen an.
2+X 3x—1 2452
f(x)= b) f(x)=—— - =3x2—2x—
a) f(x) > x x—1) c) f(x) T d) f(x)=3x*-2x-1
2-5x 3x+x° 3 2%-3
e) f(x)= fx)=——— f(x)= =
) f(x) p f) f(x) —oxt8 g) f(x) i h) f(x P
4
Bestimmen Sie die Gleichungen der Asymptoten.
3 2x7—x x’ x*+3
a) f(x)= b) f(x)= fx)=——— d) f(x)=
) 0=5 3 )= =y P
2 x>—1
f :2 I — =
&) £ =2x X+1 f) 9 3x+1
5

Finden Sie eine gebrochen rationale Funktion

a) mit Nullstelle xo=2 und Polstelle ohne Vorzeichenwechsel bei x;=-1,5;

b) mit den Polstellen x;=-3 und x,=3 und der waagerechten Asymptote y=2;

¢) mit der schragen Asymptote y=2x-1, einer beliebigen Polstelle aber ohne Nullstelle.
Uberpriifen Sie die Lésungsvorschlage ggf. mit einer Skizze oder/und einem Funktionsplotter.



6

a) Gegeben ist f(x)=x*+2x-3. Wie ist der Funktionsterm abzuandern, damit die neue Funktion bei
x=1 eine Definitionsllcke hat, fiir alle x#1jedoch mit f(x) Ubereinstimmt?
2
b) Gegeben ist g(x):%. Andern Sie den Term so ab, dass die neue Funktion tiberall mit
X" —4ZX—
g(x) Gbereinstimmt aber bei x=-1 keine Definitionsliicke aufweist.

7

Erklaren Sie, wie man am Term einer gebrochen rationalen Funktion f erkennen kann, dass keine
waagerechte Asymptote vorliegt.

8

Welcher der Terme gehért zu den abgebildeten Graphen?

x—1
3x+1
X)=———
5x2—10x+5

9

Zeichnen Sie jeweils die angegebenen Asymptoten in ein Koordinatensystem und skizzieren Sie
eine gebrochen rationale Funktion, deren Graph die Asymptoten besitzen kdnnte (ohne die
Funktionsterme zu bestimmen).

a) x=1; y=2x-2 b) x=—-4; x=-2;y=-2

10

Bestimmen Sie die Definitionsmenge, untersuchen Sie die Symmetrie, bestimmen Sie die
Asymptoten und Nullstellen und skizzieren Sie die Graphen
_1,5-2x 1 d) f 4x

1-x?
- b) f(x)= f(x)=x-0,5 -
a) ) 2x2 -1 ) 0 4x—1 R T ax+3 I




Lésungen der Ubungsaufgaben:

1
a) Polstelle mit VZW -|+ b) Polstelle ohne VZW +|+ c) Polstelle mit VZW +|-
y A y A | y A ,
|
l :
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B I B I
_T I » — :
I x=2I X : X
1 X :2|
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limf(x) =—co und limf(x)=+oo limf(x) =-oo und limf(x) =+co limf(x) =+oo und limf(x) =—oo
X—2 X—2 x—2 x—2 X—2 x—2
X<2 x>2 x<2 x>2 x<2 x>2

e) hebbare Liicke f) Polstelle ohne VZW |-

YA y T 1V
2x(2—x) f(x):—(—]
f(x)= xX—2
X—2 | X=2
d) siehe b) denn I >
) 1 1 > | X
X)= =
(2-x)  (x=2) Xx=2 X :
|
|
|
Loch |
limf(x)=—4 und limf(x)=—4 limf(x) = —eo und limf(x) = —o
);?22 );:22 X<2 x>2
2

Definitionsliicke ohne Pol =hebbare Definitionsliicke =Loch im Graph:
Der Term der Funktion weist eine Nullstelle x=x, im Nenner und im Zahler auf. Nach dem
Faktorisieren kann man so kiirzen, dass der neue Nenner diese Nullstelle nicht mehr hat.

3
a) Dr=R\{2} a) Dr=IR\ {2} ¢) Dr=IRN {2 -2} d) Dr=R
Nullst: x= -2 Nullst: x= £ Nullst: keine Nullst: x;=1;x,=-1
e) Di=R f) Dr=R\{1;8} g) Ds=IR\{0;-2} h) Di=R
Nullst: x=0,4 Nullst: x;=0 ; x,=—3 Nullst: keine Nullst: x=log,3~1,58...
4
a) x=0,5; y=0 b) x=—+2;x=v2;y=2 ) x=-1,5;x=5;y=0,5 d) x=0; y=x
e) x=-1; y=2x fyx=-1
5
a) Beispiel: b) Beispiel: ) Beispiel:
L i y A | y4
| | |
| | |
| : :
2—X 2x?
| = | f(x)=—r |
| X)= (x+1,5) | ™ (x+43)(x-3) : X
| | - >
| b . /
! \,\ X : : X= g(x)=2x—1// f(x)=2x—-1+—
x=-15 | | ﬂ X
| | ’




6

X

-1 x> +x>=5x+3

a) (x*+2x-3)

x—1_ x—1
2x%4+3x+1  2(x+0,5)(x+1 .
): X (x )(x )nach dem Kurzen:ﬂ
X°—2x-3 (x=3)(x+1) Xx—-3

7

Ist Zahlergrad < Nennergrad, so ist die x-Achse die waagerechte Asymptote: y=0.
Ist Zahlergrad = Nennergrad, dann gibt es eine andere waagerechte Asymptote: y = k.

Umkehrschluss

Wenn der Grad des Zahlerpolynoms einer Funktion f gré3er ist als der Grad ihres Nennerpolynoms,

dann hatihr Gr

aph keine waagerechte Asymptote.

© schwarz: e), denn: Polstelle x = -2; hebbare Definitionsliicke= Loch bei x=2; Asymptote y=0

b) Beispiele:

v4

15-2x
f(x) = 2<%
b) f(x) o

0=4x-1-x=0,25 =
Dr=IR\{0,25}

keine Symmetrie

. Zahlergrad = Nennergrad —
Es gibt eine waag. Asymptote:
lim =2 05-y=-05
xote Ax—1 4

- Nullstelle des Nenners ist nicht
gleichzeitig Nullst. des Zahlers—
senkrechte Asymptote:
x=0,25

15-2x

8
O blau:  f), denn: Nullstelle x =2; Polstelle x=-2; Asymptote y=0,5
@ rot: b), denn: Nullstelle x = - ¥ ; Asymptote y=0
9
a) Beispiel:
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| /
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. 1-x2
Funktion a) f(x)=——
) f(x) 1
Definitions-  0=2x*-1—
menge: Xp=1 2;x2=—%\/5—>
Dr=R\{1v2; -142}
Symmetrie: 1—-(—x)?  1-x2
f(—x)= = =f(x) >
=) 2(=x)*=1 2x*-1 b
Achsensymmetrie zur y-Achse
Asymptoten . Zihlergrad = Nennergrad —
Es gibt eine waag. Asymptote:
o 1-x° x*(5=1)
lim = =
xot )1 xote x3(2- L)
=1 01
lim X =lim—=-3->
xain—% x—teo ) — ()
=_1
2
« Nullstellen des Nenners sind nicht
gleichzeitig Nullst. des Zdhlers—
senkrechte Asymptoten:
x=142 und x= - 142
Nullstellen:  0=1-x*—x;=1; Xo= -1

0=1,5-2x —x,=0,75
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4x
Funktion c) f(x)=x-0,5+ d) f(x)=
unxd ) f00 =x 4x+3 ) 1 x> +1
Definitions-  0=4x+3— 0=x*+1—keine Lésung—
menge: x=-0,75— Dr=IR
D¢ =R\ {-0,75}
Symmetrie:  keine Symmetrie fex) = 4(-=x) _ —4x _f(x) >

(=x)?+1 T+
Punktsymmetrie zum Ursprung
Asymptoten . Direkt ablesbare schrage Asymptote . Zéhlergrad < Nennergrad —

(der Bruchterm—0 fiir x—>+oo) waagerechte Asymptote y=0:
y=x-0,5 . keine senkrechte Asymptote, da keine
. senkrechte Asymptote: Definitionsliicke vorhanden.
x=-0,75
Nullstellen: 54— S (x+0,5)-(4x+3)=1 074X 2%=0
4x+3
~4%-x+1,5=1-%;= - 0,5 ; X= 0,25
Skizze: YA VA
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\ |~ X /\ X
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