Lokales und globales Differenzieren (vgl. LS11, Kapitel II)
(1) Differenzenquotient, mittlere Anderungsrate

f(b)—f(a)

b heift der Differenzenquotient oder die mittlere
—-a

Anderungsrate der Funktion f im

Intervall [a ; b]. Ay =f(b)—1f(a)

Anschaulich entspricht m = (o) ~1(@) der Steigung der Sekante | A(a/f(a)
—a
durch die Graphenpunkte (a/f(a) ) und (b /f(b) ). ; . . A?< =.b —a |
f(x)—1f(x,)

Der Grenzwert lim heiflt, falls er existiert, Differentialquotient oder lokale (momentane) Anderungsrate

X=X X=Xy
oder Ableitung der Funktion f an der Stelle x.

Anschaulich entspricht dies der Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt ( xo / f(x,) ). Diese Tangentensteigung

wird als Steigung des Graphen im Punkt ( X, / f(Xo) ) bezeichnet.

(2) Differenzierbarkeit // /
25

Wenn eine Funktion f an der Stelle x, g nicht differenzierbar bei x = - 3 / /

die lokale Anderungsrate f(xo) und x = -2,5 o 2

besitzt, heiflt sie an der Stelle x, //‘ // f \ 15 / f

differenzierbar. Ist sie an allen g / / /
Stellen aus einem Intervall 1 / |
differenzierbar, so nennt man sie auf / 0.5

I differenzierbar. / N / / 0 \ /

-
3}
N

Gegenbeispiel: Betragsfunktionen 45 4 35 -3\?./5 -2 -1.5/ -1 -05 0\?7

sind an der Stelle des Knicks nicht /
differenzierbar, Funktionen mit f ist auf ganz R differenzierbar
Sprung an der Sprungstelle nicht

differenzierbar.

(3) Ableitungsfunktion, Stammfunktion
Zu einer Funktion f heifit die Funktion f ’(x) die Ableitungsfunktion oder kurz Ableitung von f.
Eine Funktion F heif3t eine Stammfunktion der Funktion f, wenn F ’(x) = f(x) gilt. Alle Stammfunktionen einer Funktion f

unterscheiden sich nur um eine additive Konstante, ihre Graphen sind also lediglich zueinander in y-Richtung verschoben.

(4) Ableitungsregeln

Potenzfunktionen: (x"y=n-x"" . . u(x) I u'(x)- v(x)—u(x)- v'(x)
Summenregel: (f(x) + g(x)) '=f'(x)+g'(x) Quotientenregel: [V(X)j = (u(x))2
Faktorregel: (c . f(x)) '=c¢-f'(x)

Produktregel: (u(x)+v(x))':u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) Kettenregel: (g(f(x)))l = g'(f(x))-f'(x)




Beispiel-/Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie fiir die Funktion f die mittlere Anderungsraten m;, m,, mz und my in den Intervallen

L=[-1:0LL=[0:11L=[1;3]1,=[0;3].

2 12
a)fx)=x"-2 b) f(x) = ——
X+2

2. Das Schaubild zeigt den Graphen Gg einer in ganz R

definierten, stetigen Funktion f und den Graphen Gg einer
Stammfunktion von F von f.
Erldutern Sie, dass das dargestellte Monotonieverhalten von

G sowie das dargestellt Kriimmungsverhalten von Ggin

Einklang damit stehen, dass F Stammfunktion von f ist.

(Hinweis: Die Frage nach dem Kriimmungsverhalten

beinhaltet Stoff der 12.Jahrgangsstufe)

an der Stellex =1

3. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f(x) =

4. Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion!

6x
15-x>

2) £(x) = (< = 2x ~1)(x* +3) b) g(0) = ¢ h(x)=In(x)-e* + 2%
€

2
5. Fiir welchen Werte des Parameters a besitzen die entsprechenden Funktionen der Schar f, (x) = a’x-e™* ,a#0,inihrer

Nullstelle die Steigung 2?



Losungen

1.
a) f(x)=x"-2 :D=R
_fO-fCD 241 m, = fO=FO _-1+2_,
0-(-1 1 1-0 1
3:f(3)—f(1):7+1:4 ; m4:f(3)_f(0):7+2:3
3-1 2 3-0 3
b) f(x)zi :D= IR\ {-2}
x+2
my ms ms my
-6 -2 -0,8 -1,2

2. Monotonie:

F=f=0 =F streng monoton wachsend
f=0flrse]—co; 1 und xe]3; ool
= Fistindiesen Intervallen streng monoton wachsend

F=f<0 =F streng monoton fallend
f<Oflirxe]1; 3]
= Fistindiesem Interyall streng monoton fallend

Kriimmung:

F =f >0 = Fist links gekriimmt

Wir untersuchen die Steigung von f:

f>0 fir xe]—oo;x™ [ und xe€]x™" ;00 [
== F ist in diesen Intervallen links gekriimmt

F =f <0 = Fist rechts gekriimmt

max ,

x|

f <0 fir XE€ |x

= Fist in diesen Intervallen rechts gekriimmt

bei ¥ und ¥ hat F Wendepunkte



3. f(x):ﬁ N f.(x):(x+1)-1—x.1= 1

(X + 1)2 (X + 1)2
. . 1 1
Berechne die y-Koordinate des ersten Beriihrpunktes: f= E = P|1/ 5
e \ 1 1
Berechne die Steigung des Graph an der Stelle x = 1: f'a= 1 = m= 2
Ansatz fiir die Tangente: y=m-X+t
. : e N 1
Setze die Koordinaten des Punktes und die Steigung ein: 5 = Z A+t = = Z
T tel: y ! X+ !
angente 1: y = —x+—
4 4
4.2) f'(x)=Gx>=2)(x>+3)+(x2 =2x—1)-2x
6-(15-x")—6x-(-2x) _ 90—6x>+12x> _ 90+6x°
b) g'(x) = ( ) 22( - 12 32
(15-x°) 15-x9) 15-x7)
Inx 1 l-ex—ln(x)-ex
¢) h(x)=ln(x)-e* +— h'(x) =—-e* +In(x)-e* +—2& 5
ex X e X
5. Nullstelle:  a’x- e_"2 =0 s x=0 (die e-Funktion ist fiir jeden Exponenten immer positiv)

Gefragt ist also nach der Steigung bei x = 0.

f,'(x) = a’ -e_"2 +a’x- e_"2 S(=2x) = e_"2 <(a? =2a%x?)

!

f,'(0)=e"-(a’-0) = a*=2 PN 31,2=J—r\/5



