III. 3 Der Erwartungswert

Der Erwartungswert (selten und doppeldeutig Mittelwert) ist ein Begriff der Stochastik. Der
Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist jener Wert, der sich (in der Regel) bei oftmaligem
Wiederholen des zugrunde liegenden Experiments als Mittelwert der Ergebnisse ergibt. Er ist
vergleichbar mit dem empirischen arithmetischen Mittel einer Hiufigkeitsverteilung in der
Statistik. Ein Erwartungswert muss kein mogliches Ergebnis des zugrunde liegenden
Zufallsexperiments sein.

Beispiele und Definition:
1. Beispiel: WURFELN

Beim Wiirfeln mit einem Laplace-Wiirfel erwarten wir, dass alle Zahlen mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit auftreten. Wird ein Wiirfel 6 Mal geworfen, so kommt ,,durchschnittlich*
jede Augensumme ein Mal vor.

Folglich ergibt sich fiir das Zufallsexperiment ein ,,Durchschnittswert” der Augenzahl von

1+2+3+4+5+6):6=(1+2+3+4+5+6) - é = 3,5 = E(X) (Erwartungswert von X)

-l+2-l+3-l+4-l+5-l+6-l=3,5
6 6 6 6 6 6
Tabelle : X ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6
1 1 1 1 1 1
P s s s | s | s | s

Definition : Fiir den Erwartungswert E(X) einer Zufallsgrofle gilt:

EX)=p=x1-PX=x1)+x1- PX=x1) +.... + xpr P(X =xp) ‘

2. Beispiel : CHUCK-A-LUCK

Beim Wiirfelspiel Chuck-a-luck setzt der Spieler auf eine der Zahlen 1 bis 6. Danach wirft er
mit drei Wiirfeln. Enthélt der Wurf die gesetzte Zahl ein-, zwei- oder dreimal, so erhilt er das
Ein-, Zwei- oder Dreifache seines Einsatzes (ES) sowie den Einsatz von der Bank zuriick.
Andernfalls verliert er seinen Einsatz.

Als ZufallsgroBBe X bezeichnen wir den Gewinn bei einem Spiel; d.h. die gesamte Auszahlung
der Bank minus dem Einsatz.

Tabelle : X ‘ -1-ES | +1-ES | +2-ES | +3-ES ‘
s s | 15| 1
PX=xi) | 36 216 216 216
E(X)=—1-ES 122 4+ 1.ES--> +2.ES- 4> 4+3.ES.— =
216 216 216 216

—ES-l—7 =—-79%ES .
216

D.h. Beim Spiel Chuck-a-luck verliert der Spieler durchschnittlich rund 7,9 % seines
Einsatzes pro Spiel.
Bemerkung: Ein Spiel heifit fair, wenn der Erwartungswert E(X) = 0.



3. Beispiel: VERMOGENSVERTEILUNG IN DEUTSCHLAND

DIW: Deutsches Institut fiir Wirtschaftsforschung

Verteilung des individuellen* Nettovermogens

Verteilungskennwerte 2002 2007
Armste 10% -1,2 -1,6
10-20% 0,0 0,0
20-30% 0,0 0,0
30-40% 0,4 0,4
40-50% 1,3 1,2
50-60% 2,8 2,8
60-70% 7,0 6,0
70-80% 11,8 11,1
80-90% 19,0 19,0
Reichste 10% 57,9 61,1

* Personen in privaten Haushalten im Alter ab 17 Jahren. Anteil am Gesamtnettovermogen in
Prozent. Quellen: SOEP; Berechnungen des DIW Berlin. DIW Berlin 2009

Aufbereitung der Daten zur Ermittlung des Erwartungswertes am Anteil des Nettovermogens
in Zehnteln der Haushalte

Xi 1,6

0,0 ‘ 0.4 ‘ 1,2 ‘ 2,8 ‘ 6,0 ‘ 11,1 ‘ 19,0 ‘ 61,1 ‘

P(X:xi)‘ 0,1 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘

EX)=-16-0,1+0,0-0,2+ 04-0,1+1,2-0,1+2,8-0,1+6,0-0,1
+11,1-0,1+19,0-0,1 + 61,1 -0,1 = 10,0

Das Ergebnis sagt natiirlich aus, dass bei jeder Verteilung der Erwartungswert fiir jedes
Zehntel der Bevolkerung der Anteil am Nettovermogen 10 % betrigt.
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Aufgaben: S. 67/4/5
S. 68/7/12



