III. 4 Die Varianz und die Standardabweichung

Der Erwartungswert E(X) = u ist eine Grole zur Beschreibung einer Zufallsgrofe X. Oft
interessiert uns aber, wie weit die moglichen Zufallsergebnisse vom Erwartungswert entfernt
sind — wie weit die Ergebnisse ,,streuen.

Beispiel: Schraubenherstellung

Weine Maschine soll Schrauben herstellen, die im Mittel 6,0 cm lang sind. Betrachten wir nun
10 hergestellte Schrauben, von denen fiinf 8,0 cm und die anderen fiinf 4,0 cm lang sind, so
ist der Mittelwert 6,0 cm. Aber benutzen lassen sich dies Schrauben nicht, wenn das Maf3

6,0 cm bis auf 1mm eingehalten werden muss.

Offensichtlich ist aber auch die mittlere Abweichung von der IdealgroBe 6,0 cm gleich 0 cm,
da fiinf Schrauben um 2,0 cm zu lang, die anderen aber um 2,0 cm zu kurz ausgefallen sind!

Wiihlen wir anstelle der Abweichungen aber die Quadrate der Abweichungen (x; — u)z , SO
entfillt die Betrachtung des Vorzeichens der Abweichungen vom Erwartungswert und wir
erhalten ein MaB fiir die Abweichungen — wie weit variieren die Werte. Allerdings stellt
dieses Maf} keine anschauliche Grofle dar, da das Quadrat der Abweichung keinen direkten
Bezug zum MaB3 des Erwartungswertes hat .

Definition :  a) Fiir die Varianz Var(X) einer Zufallsgrofle gilt:

Var(X) = (x]= 1) - P(X = x1) + (x2— 1) - PX = X2) + o + (xn — 1) - P(X = xp)

b) Fiir die Standardabweichung ¢ einer ZufallsgroBe X gilt :

‘ o = \/Var(X) ‘

Wir benutzen im Folgenden die Beispiele aus dem Kapitel zum Erwartungswert.

1. Beispiel : Wiirfeln : p=3,5
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Wir berechnen zuerst die Varianz Var(X) :

P(X=xj)

Var(X) = (1-3.5) 2 - P(X=1)+(2-35) > - P(X=2) + 3-3.5) > - P(X = 3) +
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Damit gilt fiir die Standardabweichung ¢ = 1/% =1,71.



2. Beispiel : CHUCK-A-LUCK : pu=-ES 21_176 (ES: Einsatz)
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G = \ES?.1,2467 ~ 1,11 ES

3. Beispiel: VERMOGENSVERTEILUNG IN DEUTSCHLAND (u = 10 %)

Xj ‘ -1,6 ‘ 0,0 ‘ 0,4 ‘ 1,2 ‘ 2,8 ‘ 6,0 ‘ 11,1 ‘ 19,0 ‘ 61,1 ‘

P(X:xi)‘ 0,1 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘

Var(X) =(=1,6 - 10)*- 0,1 + (0-10)*- 0,2 + (0,4 - 10)*- 0,1 +(1,2-10)*-0,1 +

(2,8-10)*-0,1 +(6,0—10)>-0,1 +(11,1-10)*-0,1 +(19,0-10)*-0,1 +
(61,1 —10)*- 0,1 =326,542

G = /326,542 = 18,1 (%)

Exkurs: Gini-Koeffizient der Aquivalenzeinkommen als weiteres MafB der Streuung

Definition: Der Gini-Koeffizient ist ein Mal} der relativen Konzentration beziehungsweise
Ungleichheit und kann einen Wert zwischen Null und Eins annehmen. Im Falle der
Gleichverteilung ergibt sich fiir den Gini-Koeffizienten ein Wert von Null und im Falle der
Konzentration des gesamten Einkommens auf nur eine Person ein Wert von Eins. Je hoher
also der Gini-Koeffizient ausfillt, desto groBer ist die Ungleichverteilung.
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Einen Vergleich der Ungleichverteilungen der Nettoeinkommen in 26 OECD-Léndern
verdffentlichte fiir die Jahre 1985, 1995 und 2000 ein in Deutschland umgangssprachlich als
die .fiinf Wirtschaftsweisen* bezeichnetes Gremium in einem Bericht™*! iiber die
Einkommensverteilung in Deutschland. Unter diesen Lindern hatte Danemark im Jahr 2000
die geringste Ungleichverteilung: Der Gini-Koeffizient betrug dort 0,22. Schweden folgte mit
0,24. Deutschland lag etwas unterhalb der Mitte mit 0,27. Die USA lagen oberhalb der Mitte
mit 0,35. Die Spitzenplitze nahmen die Tiirkei mit 0,44 und Mexiko mit 0,48 ein.




