IV Testen von Hypothesen -Signifikanztest

a) Geschichte und Aufgabe der mathematischen Statistik

Stochastik ist die Kunst, im Falle von Ungewissheit auf geschickte Weise Vermutungen
aufzustellen. Entwickelt wurde sie zunichst aus dem Wunsch, beim Gliicksspiel die
Gewinnchancen berechnen zu konnen. Seit dem 20. Jahrhundert besteht ihre Hauptaufgabe
darin, bei technischen, wissenschaftlichen und politischen Fragen aufgrund einer Stichprobe
sinnvolle Vermutungen iiber eine Grundgesamtheit aufstellen und die Unsicherheiten dabei
berechnen zu konnen.

b) Der Signifikanztest

Bei den vorangegangenen Aufgaben zu Urnenbeispielen war der Inhalt der Urne bekannt
und es wurde gefragt, wie grofl die Wahrscheinlichkeit fiir ein bestimmtes Ereignis dann ist.
Bei der mathematischen Statistik ist der Ausgang einer Ziehung [Stichprobe Z] bekannt und
es soll daraus auf den Inhalt der Urne geschlossen werden.

Damit das Problem nicht zu umfangreich wird, reduziert man es iiblicherweise auf eine

Nullhypothese Hp und die Gegenhypothese Hy und entscheidet aufgrund der Stichprobe Z
und einer Entscheidungsregel, ob die Hypothese angenommen oder abgelehnt wird. Dabei
konnen natiirlich Irrtiimer vorkommen, so dass darauf basierende Entscheidungen im Sinne
der klassischen Logik niemals zwingend sein konnen. Jedoch ldsst sich das Risiko einer
Fehlinterpretation berechnen!

Beim Signifikanztest geht es darum, ob eine Hypothese [Nullhypothese Ho| bei bestimmten
Fehlerwahrscheinlichkeit abgelehnt oder eben nicht abgelehnt werden kann.

1. Beispiel (rechtsseitiger Signifikanztest):

Wir wollen einen Wiirfel darauf testen, ob die Zahl ,,6* hdaufiger kommt als bei einem
Laplace-Wiirfel, d.h. ist ein Wiirfel gezinkt oder nicht.

Wollen wir mit einem Test nachweisen, dass der Wiirfel gezinkt ist, miissen wir die
Nullhypothese Hy) (,, Wiirfel ist nicht gezinkt*) mit einer bestimmten Fehlerwahrscheinlichkeit
ablehnen konnen.

Anlegen des Testes

|~

I) Nullhypothese Ho: pg = é oder besser p( <

Gegenhypotheseﬁo p> é (rechtsseitig)

II) Folgendes Verfahren wird vereinbart:

Stichprobe: Es wird 50 Mal gewiirfelt. Die Anzahl der geworfenen ,,Sechser* (Testgrofe)
wird mit Z bezeichnet.
Der Ergebnisraum Q = {0;1;2;...;50} ist die Menge aller moglichen
,, Lreffer* fiir die Zahl ,,6“ bei diesem Experiment.

Entscheidungsregel: (,,fast willkiirlich* festgelegt)

Istz< 10 : Hgkann nicht abgelehnt werden
Wir nennen A = [0; 10] den Annahmebereich fiir H




Ist z> 10 : Hp wird abgelehnt
Wir sagen A =[11; 50] ist der Ablehnungsbereich fiir H

IIT) Dadurch sind zwei Arten von Fehlentscheidungen moglich:

Entscheidung
fiir

Hy wird angenommen H, wird abgelehnt
wirklicher Sachverhalt
in Wirklichkeit: o : falsche Entscheidung;
H, liegt vor richtige Entscheidung Fehler 1. Art: o
in Wirklichkeit: falsche Entscheidung; richtice Entscheidun
H, liegt vor Fehler 2. Art : 3 & &

IV) Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeiten

Der Fehler 1. Art liegt vor, wenn die Wahrscheinlichkeit pg < é ist, wir uns aber auf Grund

des Testes gegen Hy entscheiden miissen, weil das Testergebnis im Ablehnungsbereich von
Hg liegt. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art heif3t Risiko 1. Art (o).

im Beispiel: o = B(50; é;Z € A) =B(50; é;z >11)=1 - B(50; é;zs 10)
=1-0,799 =20,1%
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Bedeutung dieses Ergebnisses: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 20,1 % entscheiden wir uns
bei diesem Test gegen die Nullhypothese, obwohl sie wahr
ist!!

Der Fehler 2. Art liegt vor, wenn die Wahrscheinlichkeit p > é ist, wir uns aber auf Grund

des Testes fiir H( entscheiden, weil das Testergebnis im Annahmebereich von Hy liegt. Die

Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art heiBt Risiko 2. Art (B).
Das Risiko 2. Art konnen wir im Allgemeinen nicht berechnen, da die Wahrscheinlichkeit p
unbekannt ist. Das Risiko 2. Art variiert natiirlich fiir unterschiedliche Werte von p.

Es gilt bei unserem Beispiel:
B=B(0;p;Ze A)=B(50;p; z<10) =...
Sei z.B. p =0,2 fiir ein ,,6 ,, beim Werfen dieses Wiirfels,
dann gilt: B =B(50; 0,2; Z € A)=B(50;0,2; z<10)=58,4 %
D.h. Bei einem Test mit oben angegebener Entscheidungsregel wiirden wir einen
Wiirfel, der eine Trefferw. fiir eine ,,6 von 0,2 hat, mit einer W. von 58,4 % als
idealen Wiirfel deklarieren.

Bemerkung: Oft ist die irrtiimliche Ablehnung der Nullhypothese verhdngnisvoll. Das Risiko
fiir den Fehler 1. Art darf daher einen bestimmten Schwellenwert (Signifikanzniveau nicht
iibersteigen) , Ublicherweise liegt diese bei hochstens 5 %.

Ist das Signifikanzniveau 5 %, so heif3t der Test signifikant.
Ist das Signifikanzniveau 1 %, so hei3t der Test hochsignifikant.
Ist das Signifikanzniveau 0,1 %, so heifit der Test hochstsignifikant.

2. Beispiel (linksseitiger Signifikanztest):

Lt. Angabe des Herstellers keimen mindestens 90% aller Samenkdrner seines Saatgutes. Ein
Girtner sit 100 Samenkorner und beobachtet das Keimverhalten.

Wie muss der B:0.9:)

Ablehnungsbereich A fiir die 0.18] n =100
Behauptung des Herstellers - b=09

(Nullhypothese Hgy ) gewihlt
werden, wenn man sich
hochstens mit einer 0.12]
Wahrscheinlichkeit von 5 %
gegen die Nullhypothese

0.14

0.1]

entscheidet? 0.08
Wir suchen nun bei

bekanntem o
Signifikanzniveau die 0.04]

Entscheidungsregel fiir

. 0.02
diesen Test.
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